
����������	
� ����	���� ��
�����
���	 � ��� �
��� ��

���� ���
�

����� �������� � � � �! "�#$% � &'%(� &��%! �  �(
) *%� + ��$ ,'**%��

-./0123 45 26. 7 08932: 2;/ <;23:808 =>?@9 A B;0C.>80D:
?E F?>DG H2>?30;2 2D HG29.3 I 033 A FH JKLMM

NOPQRSTQ U VG08 929.> 9>.8.;D8 2 6.;.>23
E>25 .W?>X E?> 2;23:Y0;6 8D>@1D@>23 2;/
>2/0?5 .D>01 28:55.D>: 0; Z>20; 05 26.8 [
4; 2 G.23DG: Z>20; A DG. 3.ED 2;/ >06GD
G.5 089G.>.8 2>. 32>6.3: 8:55.D>01 21>?88
DG. 5 0/\8260DD23 9 32;. [ ]>20; D@5?>8 5 2:
Z.3?;6 D? ?;. ?> Z?DG ?E DG. E?33?W 0;6
12D.6?>0.8 ^ 5 288\._.1D A 0; WG01G DG. /08\
.28./ D088@. /089 321.8 G.23DG: D088@. ` 2;/
0;a 3D>2D0;6 A 0; WG01G G.23DG: D088@. G28
Z .1?5 . /08.28./ [ -288\._.1D Z>20; D@5?>8
12@8. 8D>@1D@>23 28:55.D>: Z: /0893210;6
G.23DG: D088@. A 2;/ 5 2: 12@8. >2/0?5 .D>01
28:55.D>: 0; 2/b 21.;D ;?>5 23 8D>@1D@>.8
/@. D? ./.5 2 [ 4;a 3D>2D0;6 D@5?>8 G2C. 2
/0_.>.;D >2/0?5 .D>01 >.89?;8. E>?5 G.23DG:
D088@. [ VG@8 A 8D>@1D@>23 2;/ >2/0?5 .D>01
28:55.D>0.8 21>?88 DG. 5 0/\8260DD23 932;.
0; Z>20; 05 26.8 9>?C0/. 059?>D2;D 1@.8
DG2D D@5?>8 5 2: Z. 9>.8.;D [ c. G2C.
/.C.3?9 ./ 2 E>25 .W?>X DG2D >.608D.>8
05 26.8 W 0DG DG.0> >.d.1D0?;8 21>?88 DG.
5 0/\8260DD23 9 32;. [ VG. >.608D>2D0?; 9>?1.88
211?@;D8 E?> D088@. /089 321.5 .;D DG>?@6G
32>6. /.E?>5 2D0?; 05 26. W2>90;6 [ e2/0?\
5 .D>01 /0_.>.;1.8 2>. D2X.; 0;D? 211?@;D
DG>?@6G 2; 2//0D0C. 0;D.;80D: a.3/ [ c.
9>.8.;D 2; .f 10.;D 5@3D0\8123. 236?>0DG5
E?> DG. b ?0;D .8D05 2D0?; ?E 8D>@1D@>23 2;/
>2/0?5 .D>01 28:55.D>:[

g hi jklmn ^ ]>20; 8:55.D>: 2;23:808 A
9 32;. ?E 8:55.D>: .8D05 2D0?; A /.E?>5 2Z3.
05 26. 5 2990;6 A 5 ./0123 05 26. 2;23:808 [

o pqrstuvwrxtq

y$� $� *�$z $'{  � +� %� %# * �!�*z #z{{���%|  |��##
�$� { %(}# !%�� * ~* �� � ��|�!�%�%�! �$ � #��'|�'� *
 #z{{���z {  z %�(%| �� (%#� #� � %� �'� ~���%�'#
���� �� �� { %��( #$ ~�  �( ��*'{ � (%�����|�# + �}
����� �$� *���  �( �%!$� $%~~� | {~% %� ~ �%���# � %�$
#|$%��~$���% �� �� �� ��� � �~%*�~ #z ��� �  �( � *�$�%{ �� �#

(%#� #� ��� � � �#� ��$�� ���� %���*�%�! #��'|�'� *
 #z{{���z $ # �� |'#�( �� #{  **}#| *� !��{ ���%|
%����}$�{ %#~$��%| (%�����|�# �� �� �� ��� ������ ���� � �~
�� ��� � *%��*�  �����%�� $ # + ��� ~ %( �� !��## (%�}
�����|�# +������ �$� *���  �( �%!$� +� %� $�{ %#~$���#
%� ~ �%���# � %�$ +� %� �'{��# � �� �$%# ~ ~�� � �� (�}
#|�%+� �'� '�%��( �� { ����� ��� #�'(z%�! ��� ��*z
* �!�}  �( #{  **}#| *� #��'|�'� * � �% �%��# � +'�  *#�
%����#%�z � �% �%��# � ||'��%�! %� %{  !�# �� ~ �%���#
� %�$ +� %� �'{��# �

� # ~ �� ��  * �!�� �����  %{ �(  � %{~���%�! �$�
(% !��#%#  �( ��� �{ ��� �� �'{�� ~ �%���# � �'� !��'~
%# %���#�%! �%�! ��|$�%�'�# ���  � *z�%�! �$� ��!%�� *
���|�#  �( � #|'* � |$ � |���%#�%|# �� +� %� �'{��# �
y$� %�%�% * #� !�# �� �$%# ����  %{ ��� �( �$�  '��}
{  �%| %(���%�| �%�� �� �'{��# %� �� %{  !�# � ��  ��
%���#�%! �%�! #���� * � ~�����% **z #z���!%#�%| � { ��$�(#
��� #�!{ ���%�! �'{��# � {'*�%}|$ ���* ��$%�� {  ���� �
!��z {  ���� �  �( |���+��#~%� * �' %(� #� �%#�%| * ~ �}
���� ��|�!�%�%�� � *���* #�� ���*'�%�� �  �* #}+ #�( ��!}
%#�� �%�� �  �(  #z{{���z  � *z#%# �

y'{��# ��$ %+%� ��� {  %� ���|�# %� �� %{  !�# �
{  ##}���|�  �( %�� *�� �%�� � �  ##}���|� �'{��# (%#}
~ * |�  �( (%#���� �$� '�(��*z%�! #��'|�'�� � ��� *�� �}
%�! �'{��#  ��|� �$� �%##'� |$ � |���%#�%|# � |$ �!%�!
�$� � (%�{ ���%| ��#~��#� %� �$� %{  !� � ��#� | #�#
#$��  |�{+%� �%�� �� �$�#� ��� ���|�# � ��� �� {~*� �
%� ~'��*z {  ##}���|� �'{��# � �$� ~��#��|� �� �(�{  
%�('|�# |$ �!�# %� �$� � (%�{ ���%| ��#~��#� ��  (   }
|��� ���{  * #��'|�'��# � �� $ �� (���*�~ �(  #%�!*�
�� { ����� �� #�'(z +��$ #��'|�'� *  �( � (%�{ ���%|
 #z{{���z %� %{  !�# �� ~ �%���# � %�$ +� %� �'{��# �

�� #�'(z �$�  #z{{���z �� �$� +� %� %� �� %{}
 !�# +z ��!%#���%�!  � %{  !� � %�$ %�# ����|�%��  +�'�
�$� ~* �� �� #z{{���z� & %���  #| * � �¡ �� %{}
 !� �

I(x) ∈ R+ �$���
x = [x1, x2, x3]

T ∈ Ω ⊂ R3
�

�� �$� +� %�  �( |����#~��(%�! ~* �� �� #z{{���z�
�$� #��'|�'� * (����{  �%��#  �( |$ �!�# %� �$� � (%�}
{ ���%| ��#~��#� �� �$� �%##'� ('� �� �$� �$� (%#� #�
~�� |�##  �� �#�%{  ��( �% �$� �� **�� %�! {� � #�' ��(
����� { %� %{ %� �%��

Ĥ, q̂, d̂, f̂ = arg min
H, q ,d, f

∫

Ω

||I(x) − I(H(x − q) + q + d(x)) + f(x)||2dx
���

�$���
H

%#  ¢�'#�$�*(�� ����|�%�� {  ��%�  �(
q ∈

R3
%#  �� �#* �%�� |$ � |���%�%�! �$� ~* �� �� #z{{�}

��z� y$� $%!$ (%{ ��#%�� * ��|��� ��*(
d(x) ∈ R3

(�}
#|�%+�# �$� !��{ ���%| (����{ �%��# %� �$� +� %�  |��##
�$� ~ * �� �� #z{{���z�  �( �$�  ((%�%�� #| * � %����}
#%�z ��*(

f(x) ∈ R
(�#|�%+ �# �$� %����#%�z � �% �%�� �

y$� * ���� ��� �' ��%�%�#  �� ��!'* �%��( � %�$ (��%� }



�%�� �~ �� ���# �� ��#'�� #{���$��## ('�%�! �$� �#�%}
{  �%�� ~�� |�## �

�� �$%# ~ ~�� � �� ~��#���  ���}#� !�  *!��%�${ � ��
�$� ��#� #� !� �� �$� ~�� |�## �

Ĥ, q̂, f̂
 �� �#�%{  ��(

�$��'!$  {'*�%}#| *� %��� �%��  ~~�� |$ �$%*� $�*(}
%�! �$� (����{  �%�� ��*( ���(  # �$�  ((%�%�� %(��}
�%�z�

d(x) = 0, ∀x ∈ Ω
� �� �$%# � z� �� �+� %� +��$ �$�

�#�%{  ��( ~* �� �� #z{{���z |$ � |���%��( +z
Ĥ

 �(
q̂
�  �(  � %� %�% * �#�%{  �� �� �$� %����#%�z � �% �%��

��*( �
f̂
�

y$� #�|��( #� !� �#�%{  ��# �$� #��'|�'� * (����}
{  �%��# |$ � |���%��( +z

d(x)
%� )�' �%�� ���  �(

�����# �$� �#�%{  �� �� �$� %����#%�z ��*( � �% �%��
f(x)

�%  � �����#%�� �� �$� * �!� (����{  �%�� (%�}
���{��~$%| %{  !� � �~%�!  *!��%�${ # (���*�~�( %�
��� ��� ���� �

y$%# ~ ~�� %# (%�%(�( %��� #�|�%��#  ||��(%�! ��
�$� ���}#� !� ~��|�## { ���%���(  +��� � y$� ��**��}
%�! #�|�%�� ���|�%�� �� (���*�~# �$� ��#� ~ �� �� �$�
�� { ����� �$%|$ %���*��# �#�%{  �%�! �$� ~* �� ��
#z{{���z  �( %�%�% * %����#%�z ��*( � �% �%�� � ��|�%��
� �����(# �$� �� {����� �� %�|*'(� $ %!$ (%{��#%�� *
*� | * (����{  �%��# � y$� ��{  %�%�! #�|�%��# (%#|'##
�$� ��#'*�#  �( �$� ~ �����{  �|� �� �$�  *!��%�${ # �
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&%���  #| * � �¡ �� %{  !� �
I(x)

� �� �$� +� %� ��
��'*( *%�� �� �#�%{  �� �$� ~* �� �� #z{{���z  # ��**
 # %���#�%! �� �$� %����}$�{ %#~$��%|  #z{{���z %� �$�
+� %� � �� �$%# ~ ~�� � �� (���� �$� ~* �� �� #z{{���z
�� +� �$� ~* ��  +�'� �$%|$ %����}$�{ %#~$��%| #%{ }
%* �%�z %# {  �%{ * � y$%# ~* �� %# ��� ��|�## �%*z �$�
{ %(}# !%�� * ~* �� (����( +z �$� ®¯°±²³´² µ´¶¶ ³·¸
·¹²±  �( �$� º ´·°±²³´² µ´¶¶ ³··¹²± ���� �

� �'{+�� �� ��|$�%�'�# $ �� + ��� �{~*�z�( ��
|�{~'�� �$� ~* �� �� #z{{���z %� �� %{ !�# �� �$�
+� %� � �  �z �� �$�#� { ��$�(# %���*�� ���%�!  �¡
~* �� ���{  #�� �� #z{{���z *%��# ���� |��( ���{
�¡ %{  !�# � �{ %�$  �( "���%�#�� ���� ~��#���  �  *!�}
�%�${ �$ � ��(# #z{{���z �% #z{{���z ~��� *�# � »�
�$�#� �¡  ~~�� |$�# {  �z �{~*�z  |��##}|����* �%��
#z{{���z { � #'�� � � %' ��  * � ��� ���� ���� |� �$� ~* ��
�� #z{{���z ���{  #�� �� �¡ #*%|�# �%  � �(!�}+ #�(
��|$�%�'� �

»'�  ~~�� |$ (%���# ���{ �$�#� {��$�(# %� �$ �
�� {  ��  (%��|� �#�%{  �%�� �� �$� ~* �� �� #z{{���z
���{  �$�*� �¡ ��*'{ � � y$%#  ~~�� |$ %# *�## #��#%}
�%�� �� �$� � �% +%*%�z %� �$� %����}$�{ %#~$��%| � ##'�� �
��(�� �% ���� ��  * � ~��#���  �¡ {'*�%}��#�*'�%��
|��##}|����* �%�� {��$�( ��� �#�%{  �%�! �$� ~ * �� ��
#z{{���z� ��%{  ��  * �� �� ~��#���  � %�}(�~�$  � *z}
#%# �� ~���%�'# ~* �� �� #z{{���z �#�%{  �%�� { ��$�(#
 *��! � %�$ �$�%� ��� � �$%|$ %���*��# {  �|$%�! �$�

|�����# �� $�{�*�!�'# + *� |�# +z ����|�%�� #z{{���z�
� �$�� �$ � ~�����{ %�!  #��%�# �� *� | *%��( ~�%��}
��}~�%�� |����#~��(��|�# � �� �#�%{  �� �$� ~* �� ��
#z{{���z !*�+ **z ����  **

Ω
� y$� ~* �� �� #z{{���z

%# ~ � { ����%��( �% �$� ¢�'#�$�*(�� ����|�%�� {  }
��%� �

H
�  �(  �� �#* �%�� �

q
� y$� %����}$�{ %#~$��%|

%����#%�z � �% �%�� ('� �� �$� ~��#��|� �� �'{��# ��
+ % # ��*( %�('|�( +z �$� ��  |�'%#%�%�� �� +��$ %#
{ �(�*�(  #  �  ((%�%�� #| * � ��*(

f(x)
�

y$� %����}$�{ %#~$��%| %����#%�z � �% �%�� ('� ��
�$� ~��#��|� �� �'{��# %# { �(�*�(  #  �  ((%�%��
#| * � & '##% � � �(�{ ��*( �

f(x)
� � %�$ |�� �% �|�

%�('|�( +z  *%�� � (%������% * �~ �� ���
Lf

��**��}
%�! ���� � ¼  { �*z� �� *�� {f(x), x ∈ Ω} +�  � �(�{
~�� |�## ~�� |�## # �%#�z%�! �$� #�� |$ #�%| ~ ��% * (%�}
������% * ��' �%��

Lff(x) = e(x)

�$���
e(x)

%# �$%�� ��%#� � y$ � %# � 〈e, y〉 ∼
N (0, 〈y, y〉) � ���{ ���� �� ���� �$ � {f(x), x ∈ Ω}%#  ����}{ � � & '##% � ~�� |�## � %�$ |�� �% �|�

K(x, y) =

∫

G(x, u)G(y, u)du,

�$���
G

%# �$� &���� �# �'�|�%�� ��
Lf

# �%#�z %�!
LG(x, y) = δ(x − y)

� �%�|�
Lf

%# �$� � ~* |% � � ∇2
�

G(x, y) = 1

||x−y||

�
� #%�! �$� , z�#% � ~ � (%!{ �$� !*�+ * ����!z

�'�|�%�� %# (����( '#%�!  & '##% � {� � #�' ��( ��}
��� ( � *%��*%$��( �'�|�%��  �( �$� �' (� �%| & '#}
#% � ���{ %�('|�( +z �$� *%�� � (%������% * �~�� }
��� ��

f(x)
� y$� *%�� � (%������% * �~�� ��� ���{

�����|�# #{���$��## |��#�� %��#  �( ��!'* �%��# �$�
�#�%{  �%�� �� �$� �$�  ((%�%�� %����#%�z ��*( � y$� �~}
�%{ %� �%�� �$�� +�|�{ �# �

Ĥ, q̂, f̂ = arg min
H,q,f

∫

Ω

||I(x)−I(H(x−q)+q)+f(x))||2dx

+ β

∫

Ω

||Lff(x)||2dx
���

�$���
Lf = ∇2

%# �$� � ~* |% � �~�� ��� �
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�� +�!%� +z (���%�! �$� ~ � {����%� �%�� �� �$�
~ * �� �� #z{{���z �% �$� ¢�'#�$�*(�� ����|�%�� {  }
��%� � �� |��#��'|�  ����|�%�� {  ��%�

H
���{  ~* ��

|$ � |���%��( +z %�# '� %� ���{  * ��|���
v

#$��� %�
�%!'�� ��

���
p′

+� �$� ����|�%�� �� �$� ~�%��
p ∈ Ω

 +�'�
�$� ~* �� �� #z{{���z� �� *��

p1

+� �$� ~��  �|�%�� ��
p
���� �$� *%�� (����( +z

v
� �$ � %#

p1 = vvT p
� ���

p2
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+ � �$� ����|�%�� ��
p1

 +�'� �$� ��%! %� �
p2 = −p1 =

−vvT p
� y$������� �

p′ = p+ p2− p1

 �( � $��|� �
Hp =

Ip− vvT p− vvT p = (I − 2vvT )p
� y$'# � !%���  ~* ��

 # (�#|�%+�( +z
v
� �� | � |��#��'|� %�#  ##� |% ��(

¢�'#�$�*(�� ����|�%�� { ��%� �

H = I − 2vvT ,
���

�$��� ||v|| = 1
%# �$� ¢�'#�$�*(�� ��|��� � y$� ¢�'#�}

$�*(�� { ��%� %# #z{{���%| �
HT = H

�  �( ���$�!�}
� * �

HT H = I
� � %�$ (����{ %� ��

det |H | = det |I −
2vvT | = 1 − 2||v||2 = −1

�
�� �'� �� { �����  � %{  !� �

I(x)
� %# |��#%(���(

�� $ �� ~����|� #z{{���z  +�'�  ~* �� (����(
+z ¢�'#�$�*(�� ����|�%�� { ��%�

H
~ ##%�! �$��'!$

~�%��
q
%�
∫

Ω

||I(x) − I(H(x − q) + q)||2dx = 0.

y$� %��� �%��  *!��%�${ ��� { %�%{ %�%�! �$� ����!��}
%|# (����( %� )�' �%�� ��� %# (��%��( +z �{+�((%�!
�$� �~�%{ %� �%�� �� �$� ¢�'#�$�*(�� { ��%�

H
 �(

|����#~��(%�! ~�%��
q

%� �$� #~ |� ��  Ù �� {��%��#
GL(3) × R

3 ⊂ R
12

� �  �$�� �$ � �#�%{  �%�!
Ĥ

 �(
q̂

(%��|�*z� �� �#�%{  ��  �  Ù�� {  ��%� �
Â
�  �(  

�� �#* �%�� ��|��� �
t̂
� +z  �' #%}¼����� �# { ��$�(  �(

~��  �|� �$� ��#'*� ���� �$� #~ |� �� ¢�'#�$�*(�� {  }
��%|�# ' #%�! �$� ¢�'#�$�*(�� ~��  �|�%�� �$����{ �

ÚÛ ±´²±¶ ÜÝÞß ´¹·±Û ´àá±² â ² ã́ ±µ°³´¯ ÚÛ ±´²±¶ä ���
A ∈ GL(3)

+�  �  Ù�� { ��%� � %�$ ��! �%�� (����}
{ %� �� � y$� ¢�'#�$�*(�� ����|�%�� {  ��%� �

Ĥ
� �$%|$

{ %�%{ %��# �$� ���+��%'# ���{ ��
A
�

Ĥ = argmin
H

||A − H ||F ,
�� �

%# !%��� +z �
Ĥ = I − 2eeT

�$���
e
%# �$� �%!����|���  ##� |% ��( � %�$ �$� #{  **}

�#� �%!��� *'� ��
A
�

â ²´ ǻ Ý ���{ )�' �%��# �� �  �( ��� �� �+� %� �$� �� *}
*�� %�! ��* �%�� � �$%|$ (����#

Ĥ
�

Ĥ = ||A − (I − 2v̂v̂T )||F �$���

v̂ = arg min
v

||A − (I − 2vvT )||F .

�$��� || · ||F
(�����# �$� ���+��%'# ���{ � � %�%{ %�%�!

�$� #�|��( ��' �%�� %# ��'%� *��� �� { %�%{ %�%�! �$�
��**�� %�! �� |� | *|'* �%��

tr[(A − (I − 2vvT ))(A − (I − 2vvT ))T ] =

tr(AAT ) − 2tr(A) + 4tr(AvvT ) + 3.

� %�%{ %�%�! �$�  +��� ��' �%�� � %�$ ��#~�|� ��
v

��}
('|�# �� �$� ~��+ *�{ �� { %�%{ %�%�!

tr(AvvT ) �%�$
��#~ �|� ��

v
� �  ��%�

A
| � +� ��%���� � %�$ %�# �%!��}

(�|�{~�#%�%�� �
A = UΣV T �$���

Σ =





σ1 0 0
0 σ2 0
0 0 σ3



 , σ1 ≥ σ2 ≥ σ3

 �(
V = [e1 e2 e3].

æ��#��'|�
v = V α

��� #�{ � '�%� ��|���
α =

[α1, α2, α3]
T
� �� �$�� $ ��

tr(AvvT ) = tr(UΣV T V ααT V T ).

�%�|� +��$
U

 �(
V T

 �� ���$�!�� *  �( �$'# (� ���
|����%+'�� �� �$� �� |� | *|'* �%�� �� #%{~*z ��(  

v�$ � { %�%{ %��#
tr(ΣααT )

� y$ � %# �

α̂ = argmin
α

tr(ΣααT )

arg min
α1,α2,α3

(σ1α
2
1 + σ2α

2
2 + σ3α

2
3)

#'+  �|� �� �
α2

1 + α2
2 + α2

3 = 1.

y$%# %{~*%�# �$ �
α̂ = [0, 0, 1]T

� ¢��|� �
v = e3

�$�
�%!����|���  ##�|% ��( � %�$ �$� #{ **�#� �%!��� *'�
σ3

�� � � çÊè ¾
� %�$ �$� ¢�'#�$�*(�� ���  �|�%�� y$����{ � �� �{}

+�( �$� �~�%{ %� �%�� %�
R12

+z ��#� ��!%#���%�! �$�
%{  !� �

I(x)
� � %�$ %� �# ����|�%�� �

Ire(x)
�  +�'� �$� éê }

~ * �� ~ ##%�! �$��'!$ �$� %{  !� |�����%( �� **�� %�!
��%{  ��  * � ��� � �%!'�� � ���{~*%��# �$%# ~��|�('�� �
�� �%!'�� � �

I(x)
�  #�*%( �'�*%�� � %# ��~��#����(  #  �

 � % * #*%|� ��  #�'**  �(
Ire(x)

�  (����( �'�*%�� �  #
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 � %~~ �( ���#%�� �� �$� # { � � �� (���� �$� ����|��(
%{  !� �

Ire(x)
�% 

Ire(x) = I(S(x − µ) + µ) �$���

S =





−1 0 0
0 1 0
0 0 1





 �(
µ

%# �$� |�����%( ��
I(x)

� �� �#�%{  �� �$�
Â
�
t̂
�

 �(
f̂

 ||��(%�! ��

Â, t̂, f̂ = arg min
A,t,f

∫

Ω

||I(x) − Ire(Ax + t) + f(x)||2dx

+β

∫

Ω

||Lff(x)||2dx.
���

y$� *���� *��� ~ ��* �� �$� �!'�� %**' #�� ��# �$� �#�%}
{  �%�� �� �$%#  Ù �� {��%�� �

Â
 �(

t̂
� � %  ���� # �$ �

� ��# �$� ��%! %� * #�*%(}*%�� �**%~#� %��� �$� � %~~ �(
(����(}*%�� �**%~#� � #'|$ �$ �

Ire(x) = I(Â(x − µ) +
t̂ + µ)

� ����|�%�!
Ire(x)

+ |�  |��## �$� éê }~* ��
~��('|�#

I(SÂ(x − µ) + t̂ + µ) �$%|$ +�#�  ~~���}
%{  ��# �$� ��%!%� * %{  !�

I(x)
� y$� �#�%{  �� ��

Ĥ�$�� +�|�{ �# �$� ~��  �|�%�� ��
SÂ

� �$%|$ |$ � |���}
%��# �$� ���{  * �

v̂
� %� )�' �%�� ��� �� �$� ~* �� ��

#z{{���z� y$� �#�%{  ��
q̂
� �$%|$ %# �$� ~�%�� %� �$�

~�%��}���{ * ��~��#��� �%�� �� �$� ~ * �� � %# !%��� +z
#�*�%�! �$� ��' �%�� −Ĥq̂+ q̂ = −Ĥµ+ t̂+µ

� ��*�%�!
���

q̂
z%�*(# �

q̂ = µ + (I − Ĥ)−1  �(
t̂ = µ +

1

2
vvT t̂.

���

½ ¾½ çïÌËÅðñ ÎòÆÃÍ óôÆÅÈ ÅõÌÆÅÃÍ À ÁÂÃÄÅÆÇÈ
¢ �%�! ~ � { ����%��( �$� ~ * �� �� #z{{���z �% �$�
¢�'#�$�*(�� {  ��%� �� ��� (��%�� �$� ö' #%}¼�����
�~�%{ %� �%��  *!��%�${ ��� �#�%{  �%�! �$�  Ù�� {�}
�%�� �

(A, t)
� ���

Ak = [ak
ij ]

�
tk = [tk1 , tk2 , t

k
3 ]T

+� �$�
�#�%{  ��#  ���� %��� �%��

k
� y$� %��� �%��  *!��%�${ %#

(����( �% �$� '~( �� #��~

Ak+1 = Ak + ∆A
 �(

tk+1 = tk + ∆t.

�� ~���� �$ � �$� �#�%{  ��#
(Â, t̂)

{ %�%{ %�%�! )�' }
�%�� ���  �� !%��� +z �$� #� +*� ~�%��# �� �$�  *!�}
�%�${ � ��� |�����%��|� �� (���� �$� ��� �%�� �

X =





x̄ 0 0 1 0 0
0 x̄ 0 0 1 0
0 0 x̄ 0 0 1





� �$���
x̄ = [x1, x2, x3]

 �(

ak = [ak
11 ak

12 ak
13 ak

21 · · · tk1 tk2 tk3 ]T .

�#%�! �$�  +��� ��� �%�� � )�' �%�� ��� | � +� ��%�}
���  # �

E(ak) =

∫

Ω

||I(x) − Ire(Xak) + fk(x)||2dx

+β

∫

Ω

||Lffk(x)||2dx.
���

��� �$� �#�%{  ��  � %��� �%��
k + 1

�
ak+1

� + � !%��� +z
�$� '~( ��

∆a ∈ R12
��

ak
� �$ � %#

ak+1 = ak + ∆a.

y$� ����!z %� )�' �%�� ���  � %��� �%��
k + 1

�$��
+�|�{ �# �

E(ak+1) =

∫

Ω

||I(x) − Ire(X(ak + ∆a)) + fk(x)||2dx

+β

∫

Ω

||Lf · fk(x)||2dx.

�#%�! �$� y z*�� #��%�# ��~ �#%�� ��
Ire(x)

'~ �� �$�
#�|��( ��(��  +�'�

Xak
� ��  ~~��� %{  ��

Ek+1
 #

�� **�� # �

E(ak+1) ≈
∫

Ω

||I(x) − [Ire(x) −∇Ire |TXak (X∆a)]

+ fk(x)||2dx + β

∫

Ω

||Lffk(x)||2dx
���

¼��%|� �$ � )�' �%�� ��� %# �' (� �%| � %�$ ��#~ �|�
��

∆a
� y$� '~( �� #��~

∆a
%# |$�#�� �� { %�%{ %��

E(ak+1) �$%|$ %{~*%�#

∇∆aE = 0.



�~~*z%�! �$ %# !� (%��� �� �+� %� �

∇∆aE =

∫

Ω

[I(x) − Ire(Xak) + fk(x)]V (x)T dx

+

(
∫

Ω

V (x)T V (x)dx

)

∆a

= 0

�$���
V (x) = ∇Ire|TXakX

� y$'# �

∆a = −
[
∫

Ω

V (x)T V (x)dx

]−1

×
∫

Ω

[I(x) − Ire(Xak) + fk(x)]V (x)T dx
���

ÚÛ ±´²±¶ ÷Ý y$� #� +*� ~�%��#
â = (Â, t̂)

�� �$�
 +��� %��� �%��  *!��%�${ { %�%{ %�� �$� ����!z %�
)�' �%�� ���  �( # �%#�z �$� ��|�## �z |��(%�%��
∇aE(â) = 0

�
â ²´ ǻ Ý ��

â
%#  #� + *� ~�%�� �� �$�  +���  *!��%�${

�$�� �$� '~( ��
∆a

%� )�' �%�� ��� %# ���� %{~*z%�!
�$ �

∫

Ω

[I(x) − Ire(Xak) + fk(x)]V (x)T dx = 0,

�$��� �  # +����� �
V (x) = ∇Ire|TXakX.

y$%# %# �� |�*z
�$� ��|�## �z |��(%�%�� ��� { %�%{ %��� ∇aE(â) = 0.çÊè ¾

����� |�����!��|� �� �$�  *!��%�${ �� |�{~'��
�$� �#�%{  �� ��� �$� ¢�'#�$�*(�� ����|�%�� � ���{ �$�
¢�'#�$�*(�� ���  �|�%�� y$����{  �( )�' �%�� ���
�� $ ��

Ĥ = I − 2eeT �$���
e

%# �$� �%!����|���
 ##�|% ��( � %�$ �$� #{  **�#� �%!��� *'� ��

SÂ
 �(

q̂ = µ + 1

2
eeT t̂

�
�� � |$ %��� �%�� �� �$� ö' #% ¼�����  *!��%�${

(��%��(  +��� ��� �#�%{  �%�!
(A, t)

�  � �#�%{  �� ���
�$� %����}$�{ %#~$��%| %����#%�z � �% �%��

fk(x)
%# �+}

� %��( +z { %�%{ %�%�!

fk = arg min
f

E(f)

=

∫

Ω

||I(x) − Ire(A
kx + tk) + f(x)||2dx

+β

∫

Ω

||Lff(x)||2dx,
����

�$���
Ak, tk

 �� �$� �#�%{  ��# �� �$�  Ù�� {��%��
 �(

fk(x)
%# �$� %����#%�z ��*( � �% �%�� �#�%{  ��  �

�$�
kth

%��� �%�� � y$� ��|�## �z |��(%�%�� ��� �$�
{ %� %{ %��� �� ���� %# �$ � �$� & �� '� (%������% *

δE(f ; η)
���  **  **�� +*� ~���'�+ �%��#

η
%# ���� �ø�

δE(f : η)

=
d

dα
[

∫

Ω

||I(x) − Ire(A
kx + tk) + fk(x) + αη(x)||2dx

+β

∫

Ω

||Lf (fk(x) + αη(x))||2dx]|α=0dx

= 2[

∫

Ω

[I(x) − Ire(A
kx + tk) + fk(x)]η(x)dx

+β

∫

Ω

LfL
†
ffk(x)dx]η(x)dx

�$���
L
†
f

%# �$�  (  �%�� ��
Lf

� y$� |��(%�%��#
δE(f ; η) = 0

���  **
η(x)

%{ ~*z �$ �
fk(x)

# �%#�z
�$� (%������% * ��' �%�� �

I(x)− Ire(A
kx + tk) + f(x) + βLfL

†
ff(x) = 0.

����
y$�  +��� (%������% * ��' �%�� %# #�*��( '#%�! �$�
� #� ��'�%�� y� �#���{  # ��**�� # � ���

Ω
+�  ~��%}

�(%| (%#|���� * ��%|� $ �%�! (%{ ��#%��#
L × M × N

�
�'��$�� (���� �$� ��#%('�  � %��� �%��

k
�� +�

rk(x) =
[Ire(A

kx + tk) − I(x)]
� & %��� �$%# � �$� %����#%�z (%�}

������% * ��' �%�� ���� | � +� ��}#� ��(  # �

[βL+

f Lf + 1]fk(x) = rk(x).
����

�� ��%��
fk(x)

 �(
rk(x)

%� ���{ # �� �$�%� ��'�%��
��~��#��� �%��# �

fk(x) =
N−1
∑

w=0

M−1
∑

v=0

L−1
∑

u=0

F k(u, v, w)ej〈ω,x〉

rk(x) =

N−1
∑

w=0

M−1
∑

v=0

L−1
∑

u=0

Rk(u, v, w)ej〈ω,x〉

�$���
ω = [ωu, ωv, ωw]T �%�$

ωu = 2πu
L

, ωv =
2πv
M

, ωw = 2πw
N

 �(
F k, Rk ∈ C.

�� ��}��%�� )�' }
�%�� ����  # �

Lfk(x) =

N−1
∑

w=0

M−1
∑

v=0

L−1
∑

u=0

Lej〈ω,x〉F k(u, v, w)
����

�$���
L = βLfL

†
f + 1

� � #
L

%#  (%������% * �~�� }
��� � %�$ |�{~*�� ��~�����% *#  # %� �# �%!���'�|�%��# �
)�' �%�� ���� + �|�{ �#

Lfk(x) =

N−1
∑

w=0

M−1
∑

v=0

L−1
∑

u=0

λ(u, v, w)ej〈ω,x〉F k(u, v, w),

�$���
λ(u, v, w)

 �� �$� �%!��� *'�# �� �$� �~ �� ���
L
� �� ��� |�{~'�� �$� �%!��� *'�#

λ(u, v, w)
�

λ(u, v, w)ej〈ω,x〉 = Lej〈ω,x〉

= (βLfL
†
f + 1)ej〈ω,x〉 ��� �

= (βλ2
f (u, v, w) + 1)ej〈ω,x〉



�$���
λf (u, v, w)

 �� �$� �%!��� *'�# �� �$� �~�� ���
Lf = ∇2.

�#%�! �$� #� �( �( (���%�%�� �� �$� ��%��
(%�����|�#  ~~���%{  �%�� �� �$� � ~* |% � �$� �%!��}
� *'�# + �|�{ � �

λf (u, v, w) = 2 cosωu + 2 cosωv + 2 cosωw − 6.

�'+#�%�'�%�! �$� �%!��� *'�# %��� ���� �� �+� %� �

λ(u, v, w) = 4β[−6(cosωu + cosωv + cosωw)

+ 2(cosωu cosωv + cosωu cosωw + cosωv cosωw)

+ cos2 ωu + cos2 ωv + cos2 ωw + 9] + 1.

�%� **z� �� | � |�{~'��
f(x)

+z � �%�! �$� %����#�
� #� ��'�%�� y� �#���{ �

fk+1(x) =

1

2πLMN

N−1
∑

w=0

M−1
∑

v=0

L−1
∑

u=0

Rk(u, v, w)

λ(u, v, w)
e−j〈ω,x〉.

���  � �Ù |%��� %{~*�{ ��� �%�� �� �{~*�z  {'*�%}
#| *�  ~~�� |$ %� �#�%{  �%�!

Â
 �(

t̂
(%��|�*z ���{

I(x)
� �� |��#��'|�  ~z� { %( �� �$��� %{  !�# �� (�}

|�� #%�! #%�� � ���  � %�|�� #%�! #| *� �% & '##% �
�����* |����*'�%��# �

I(x; σ) = G(0, σ)
⊗

I(x) �$���
σ = 2τ

 �(
τ = 2, 4, 8

����*# � y$� �#�%{  �%�� ~��}
|�## + �!%�# � %�$ �$� %{  !�#  � �$� * �!�#� #| *� +z
�#�%{  �%�!

Â
 �(

t̂
��� �$� %{  !� � y$� ��#'*�# �� �$%#

~�� |�## + �|�{ � �$� %�%�% *%� �%�� ��� �$� �#�%{  �%��
~�� |�## ��� �$� ���� #{  **�� #| *� %{  !� � y$%# ~�� |�##
%# ��~� ��( '��%*

Â
 �(

t̂
 �� �#�%{  ��(  � �$� ��%!%� *

#| *� ��
I(x)

�
y$� |�����!��|� |�%���% ��� ~��!��## �� #'||�##%��

#| *�# %# #%{~*z �$ � +��$ ||Ak+1 − Ak|| < ε
 �(

||tk+1 − tk|| < ε
��� #�{ � #'Ù |%���*z #{  **

ε
�

�� %�%�% * �#�%{  �� ���
A0

 �(
t0

%# �+� %��( �% 
�$� { ��$�( �� {�{���#  # �� **�� # � (���� �$� ��#�
 �( �$� #�|��( {�{���# ��  � %{  !�

I(x)
 #

µI =
1

∫

Ω
I(x)dx

∫

Ω

xI(x)dx

KI =
1

∫

Ω
I(x)dx

∫

Ω

(x − µI)(x − µI)
T I(x)dx

¼��%|� �$ � ���  � %{  !�
Ĩ(x) = I(Ax + t)

�$� ��#�
 �( #�|��( {�{���# ��

Ĩ(x)
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µĨ = µI − t , KĨ = AKIA
−1
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S1 =

√
KI

 �(
S2 =

√

KĨ
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A = S1S
−1
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t = µI −µĨ
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t0
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I(x)
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Ire(x)
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d(x)

 �( �$� #| * � %����#%�z ��*(
f(x)

 �� �#�%{  ��(
'#%�!  �  *���� �%�! �~�%{ %� �%�� ��|$�%�'� �$ � { %�}
%{ %��# �$� �' (� �%| �����

∫

Ω

||I(x) − Ire(H(x − q) + q + d(x)) + f(x)||2dx

+ β

∫

Ω

||Lff(x)||2dx

�$��� �$�
Lf = ∇2
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f(x)
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d(x)
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d(x) = x +

∫ 1

0

v(d(x, t), t)dt.
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v(·, t) '#}

%�! �$� ¼ �%��}�����# �~ �� ���
Ld = a∇2+b∇·∇+cI

�
y$� ����!��%|# %�('|�( �� �$� ��*� |%�z ��*( +�|�{�

E(v) =

∫ 1

0

∫

Ω

||Ldv(x, t)||2dxdt.
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tk, k = 1, · · · , N
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v(x, tk).
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d(x, tk+1) = d(x, tk) +

∫ tk+1

tk

v(d(x, σ), σ)dσ.
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fk(x) = arg min
f

∫

Ω

||I(x)−(Ire(H(x−q)+q+d(x, tk))+

f(x)||2dx + β

∫

Ω

||Lff(x)||2dx.
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